TU Bergakademie Freiberg Freiberg, den 6. Januar 2023
Vorl. Frau Prof. Dr. Swanhild Bernstein

(Hohere) Mathematik fiir Ingenieure 1
Hausaufgaben Integralrechnung

1. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mittels linearer Substitution:
a) / e 3 dx
Losung:
t=-3z, dt = —-3dox = /e_3x dx = —%e_?’x +c
1
b) /—(Q7 ) dx
Losung:

1 1 »

) / 3VTz —5de

Losung:
t="Tr—>5, dt ="7dx

2 . 2
= /3\/73}—5dx = % . §(7$—5)3/2+c: ?(735—5)3/2—1—0

d) / sinh (g) de

Losung:

x dx _ x T
t—§, dt—7:>/smh<§) dx-2008h(§)+c

1
e) / dz
2 -2z

Losung:

1
2—2x

1
t=2-—2x, dt-—2dxz>/ dx:—ﬁln\2—2xl+c

f) /mdx

Losung:

1 1 B



g) /%(gfdx

Losung:

2
t=—, dt:—:>/—dx_4arctan< >—|—c
> T gy 2

2. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale durch geeignete Substitution:

/lnx

LoOsung:
1 t? Inz)?
t=Inx, dt = /ﬂdx—/tdt:—+c:(nx) +c
2 2
cos T
b d
)/sinzx *
Losung:
dt 1 1
t =sinz, dt—cosxdxi/cosxdx: — =——4c=—- +c
sin® x t2 t sin x
c) / cosh®  sinh z dz
Losung:
t = coshzx, dt = sinhzdx
t* h?
:>/cosh3x sinh:zcdan’:/lt?)dt:Z—i—c:COS4 x—i—c
dx
d -
)/0032 (4z +7)
Losung:
t=4x+7, dt =4dx
:>/ dz 1/ dt tant tan(4x+7)+
- = = f— C = Cc
cos? (4dx +7) 4 ) cos?t 4 4

/ dx
V1= (322?)
Losung:

= \/§:C dt = /3dz

i 3
arcsint + ¢ = M

i’/m f/mf V3

+c



f)

g)

/x\/a:2 +1dz

Losung:

t=2%4+1, dt =2zdx
1 1 1
:>/x\/:1:27+1dx:§/\/zdt:§t3/2+c:§(x2+1)3/2+c

sinx

V5 + cosx

Losung:

dx

t=>5+cosx, dt = —sinxdx

sin x dt B

— | ——dx = — ———2\/¥—|—c:—2\/5+cosx—|—c
Vb + cosx Vit

3. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mittels partieller Integration:

a) /xcosxdx

Losung:

v=ux,u =cosw

:>/xcosxdx::csin:c—/1-sinxdxzxsinx+cosaj+c

/a:2 sin x dx

Losung:

v=2a2u =sinz

= /x2 sinz dz = 2*(— cos x)—/2x(— cosz)dr = —z? cosx+2/xcosa:dx
Nochmals part. Int. mit v = z, v’ = cosx (vgl. vorige Aufg.)

... = —x%cosx+2 (x sinz — /1 . sinxdx) = —x? cos r+2x sin 42 cos x+c

/ xed® dx

Losung:

v=u1x,u =e*

1 1 1
= /xe?’w dr = :vgeSx — / 1--e¥dx = ze?’x - 563”” +c

3 3
/ arctan x dz

Losung:



v=arctanz, v’ =1

1
— /arctanxdm = marctanm—/l—

+ 22

2z
1+ 22

1
xdx = :Earctanx—§/

(typ: [ 425 do = f@)] +0

. =zarctanx — §1n(1+$ ) +c

1
e) % dz

Losung:

ol

— L
v=Inz, U ==
Inz

1 ]_ 1 1
de—(lnx)2x2—/E-2x2dx:2\/51nx—2/x2dx

=2z lnr—4/r+c=2r(lnz —2)+c¢
f) /(lnx)zdcc

Losung:
=(Inz)? v =1
21
:>/(lnx)2dx: (lna:)Qx—/ ;m -xdx:x(lnx)Q—Q/lnxdx

Nochmals part. Int. mit v =Inz, v’ =1

1
:x(lnx)2—2((ln:r)x—/—-xdx) =z (Inz)? —2xInz +2z +c¢

X

4. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mittels Partialbruchzerle-
gung:
) / 2z% + 41z — 91 &
(x —1)(x+3)(x —4)
Losung:

Ansat 22% 4+ 41z — 91 A n B n C
7. =
(=1 (z+3)(x—4) -1 z+3 z-—4

Multiplikation mit Nenner:

202 4412 — 91 = A(z +3)(z —4) + Bz —1)(x —4) +C(z —1)(z +3) (1)

Einsetzen der reellen Nennernullstellen:

r=1: A8 = —12A = A =14
r=-3: —-196=28B — B =-7
r=4: 105 =21C = C =5.



Oder: Ausmultiplizieren von (1), Zusammenfassen gleicher Potenzen und Ko-
effizientenvergleich bei diesen:

20°4+41x—91 = ... = (A+ B+C) 2*+(—A—5B+2C) 2+ (—-12A+4B—-30C)

_—
A+ B+ C= 2
—A-5B+20= 41

—12A+4B —3C = —91

Losen des linearen Gleichungssystems ergibt A =4, B = -7, C = 5.
Integration:
222 + 41z — 91 4 -7 D
dr = + + dx
(x —1)(x+3)(x —4) r—1 xz+3 z-—4
=4ln|z — 1| —-7lnjzr + 3|+ 5njz — 4| +¢
/ 922 —2x + 9
dx
(x —1)2(22 + 22+ 5)

Losung:

Ansat 922 — 22 + 9 A N B N Cx+D
Z: =
(x —1)2%(a2+22+5) -1 (z—1)2 a22+2x+5

Multiplikation mit Nenner:

922 —20+9 = A(x—1)(2® +22+5) + B(2* +22+5) + (Cz+ D) (z—1)* (2)
Einsetzen der reellen Nennernullstelle liefert bereits B:
r=1: 16=88B—=— B =2.

Weiter: Ausmultiplizieren von (2), Zusammenfassen gleicher Potenzen und
Koeffizientenvergleich bei diesen:
922 — 22+ 9= ...
= (A+C)2*+(A+B-2C+D)2*+ (3A+2B+C—2D)x+ (—5A+5B+ D)
N

A + C = 0

A+ B-2C+ D= 9

3A+2B+ C—-2D= -2
—5A+5B + D= 9

Losen des linearen Gleichungssystems ergibt A = 1, B = 2 (schon vorher
ermittelt), C' = —1, D =4

Integration:
/ 9% — 22 + 9 d / 1 N 2 N —z+4 q
r = x
(x — 1)%(z2 + 2z +5) r—1 (z—1)2 224+2x+5
2 1 5 1
:1n|x—1|—E—§ln($2+2x+5)+§arctan$+ +c.



c)

/ T+ 2
—_dx
3 — 222 4+ 1

Losung:

/x_”dx_/f_”dx_/ A, B L C g
w3 —202+z ) x(z—1)2 " r -1 (x—1)?

2 -2 3 3
= [ (= —oln|z| — 2|z — 1] — —2—
/(x+x—1+(:c—1)2) dz n |z| n|r—1| 1t

/éi—_l(;d“/(xfl*(xi)”<w—01>3) &

1 2 -5 2 5}
:/(x—1+(:v—1)2+(x—1)3) dszln]:c—1|—x_1+2(x_1>+c
—22% 4+ 923 + 422 — 42— T

/ 3 — 31 — 2

dx

Losung:

Integrand ist unecht gebrochene rationale Funktion (Grad des Zahlerpolynons
nicht kleiner als Grad des Nennerpolynons) = Abspalten des ganzrationalen
Anteils durch Polynomdivision:
or —1

—22° + 923 + 42?2 — 42— 7): (2 - 32 —-2)= 222+ 3+ ———
(—22° 4+ 92° + 4x x—T): (x x —2) r* + +x3—3x—2
Integration des ganzrationalen Anteils:

2
/(—2m2 +3)dz = —gx?’ +3z+c¢

Partialbruchzerlegung des echt gebrochenen Anteils:
Nullstellen des Nenners:
e Erste Nullstelle £y = —1 durch ,,Probieren“ mit Teilern des Absolut-
gliedes —2
e Abspalten des Linearfaktors (x — 1) durch Polynomdivision:
(2 —=3x—-2):(z+1)=a?—2—2
e Nullstellen des quadratischen Restpolynoms: xo = —1, 23 = 2
= Faktorzerlegung des Nenners: 22 — 3z — 2 = (x + 1)%(z — 2)

Ansatz fir PBZ des echt gebrochenen Anteils

o1 A B C
(x+1)2(x—-2) z+1 (x4+1)2 2-2




Multiplikation mit Nenner:
5r—1=A(x+1)(x —2)+ B(x —2) + C(z + 1)* (3)

Ausmultiplizieren:
5r—1=(A+C)2*+(-A+B+2C)r + (-2A—- 2B+ O)
Koefhizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

2 . —2A-2B+ C= -1

. —A+ B+2C= 5

2 A + C= 0

— A=-1,B=2,C=1

(Die Koeffizienten B und C kénnen schon vor Aufstellung des Gleichungs-
systems einfach durch Einsetzen der Nullstellen z = —1 bzw. x = 2 in (3)
bestimmt werden. Statt das obige Gleichungssystem mittels Koeffizientenver-

gleich aufzustellen, kann man dann den Koeffizienten A auch durch Einsetzen
einer weiteren Stelle in (3) ermitteln.)

Integration der Partialbriiche:

/ = + = + ! d In|z + 1] 2 +In |z — 2| +
— r=—1Inlz ——— +Injz — c
r+1 (z+1)2 -2 r+1

Zusammenfassung:
—05 L9 A2 — 4 — 7 2 2
/ P A A 2 s I — — 2 tIn [p—2|+c
3 35— 9 3 r+1

222 + 9z + 12
/ x? 4 6z + 10 .
Losung:
Integrand ist unecht gebrochene rationale Funktion (Grad des Zahlerpolynons

nicht kleiner als Grad des Nennerpolynons) = Abspalten des ganzrationalen
Anteils durch Polynomdivision:

3r+8

222 +9 12): (22 +6x+10)=2 — ——— —
(2% + 9z + 12) : (z° + 62 + 10) 2+ 62+ 10

(4)

Partialbruchzerlegung des echt gebrochenen Anteils:

Das quadratische Nennerpolynom 22 + 6z + 10 hat keine reellen Nullstellen.
Da im Zahler eine lineare Funktion steht, ist daher der echt gebrochene Anteil
von (4) bereits die PBZ.

Integration:
222 + 9z + 12 3r +8
———dx = 2————— | d
/m2+6x—|—10 v /( x2+6x+10) ‘

3
=2z — 2 In(2? 4 6x + 10) + arctan(z + 3) + ¢



) /a74+10x2—5x—1d
T
& 3 — a2 +4x —4

Losung:

(Unecht gebrochen-rationaler Integrand, daher zunéchst Polynomdivision, dann
PBZ fiir echt gebrochenen Anteil)

/:I;4—|—1Ox2—5:r;—1d / 14 Tx? —5x +3 d
r = x x
3 —x2+4x —4 3 — 2?2+ 4x —4

x2+ +/ Tx? —bxr+3
= —+zx T
2 (x —1)(z2+4)

_az2+ +/ A +Ba:+C’ d _1:2+ +/ 1 +6x+1 d
oY 1 2ya )T T -1 214)
2

1
:%+x+ln|x—1|+31n(x2+4)+§arctang+c

5. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a) /x2 cos(3z) dx

Losung:

2

part. Int.: v = z*, v’ = cos(3z)

1 2
= /xz cos(3zx) dx = §$2 sin 3z — g/xsin&sdx

Nochmals part. Int. mit v = z, v’ = sin(3x):

L2 ginge — 2 (-1 3 +1/ 3xd
.. = I SINOTX — — | —=X COSOT - COS o AT
3 3\ 3 3

T2 3x + 2 3r +
=|—=— == |sin —
3 97 sin 3x 9:15(:08 T +c

.3

sin® o N o

b) / —dz  (Hinweis: Driicken Sie sin®z durch cosz aus.)
cost x

Losung:
Wegen cos? x + sin? z = 1 haben wir zunéchst

sin® z sinzx 1—cos?x .
1 dx = 1 sinx dx = —481nxda:.
costx costx costx

Mit der Substitution t = cosx, dt = —sinx dx ergibt sich daraus

/1_t2dt /_1dt+ L=t 1+ L ! +
— | ——dt= | — —dt=— —=-+4c= — c.
t4 4 12 33t 3cos?xr cosx

Dieses Vorgehen funktioniert prinzipiell immer bei einer rationalen Funktion
von cos x, multipliziert mit einer ungeraden Potenz von sin x.




c)

/ dx

Losung:
dt dt
Substitution t = e*, — = ¢ = dor = —
dx t
dzx 1 dt 1 .
= [ ———— = T— = 5 dt = arctant + ¢ = arctane” + ¢
er 4 et t+1t 241

Dieses Vorgehen funktioniert prinzipiell immer bei einer rationalen Funktion
von e”.

3x
/ ¢ dx
et + 1

Losung:

dt dt
Substitution t = e*, — = ¢ = do = —
dx t

S 3 dt t? 1
/ © dx:/ —:/ = / -1+ dt
e + 1 t+1 ¢ t+1 Polynomdiv. t+1

tQ e2x
:§—t+ln|t—{—1|—|—c:7—6x+ln(e$+1)+c

Dieses Vorgehen funktioniert prinzipiell immer bei einer rationalen Funktion
von e*.

6. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

a)

' VT
L THyE S

Losung:

Substitution t = 1 4+ y/z, dt = F de = dz =2(t —1)dt,

Grenzen substituieren: r =1=—=t=2, 0 =9=—1t =14
4

4
t—1 t2—2t 1
:>/ —2(t—-1)d 2/ +
1+\/‘ t
2

1 12 4
:2/(t—2+¥> dt =2 (5—2t+ln|t])
2

=4+2In2
2

Ahnliches Vorgehen (allgemein Subst. ¢ = /) funktioniert prinzipiell immer

bei einer rationalen Funktion von /.

1 T
/ ¢ dx
et —1

Losung:




Zunéchst bestimmen wir eine Stammfunktion des Integranden. Es liegt ein

Integral der Form / J}((;U)) dz mit f(z) =e” — 1 vor. Die Substitution

t=f(x)=¢"—1, dt=f'(z)de=¢"dx

fihrt daher auf / % =lnft|+c=Inle"—1|+c.

Der Integrand hat aber eine Polstelle bei z = 0 (Nenner geht von beiden Sei-
ten gegen 0, Zahler# 0) und ist somit im Integrationsintervall unbeschrénkt,
es liegt also ein uneigentliches Integral vor. Wir konnen daher nicht einfach
die Grenzen —1 und 1 in eine Stammfunktion einsetzen, sondern miissen fiir
die beiden Teile des Integrals links und rechts der Polstelle unabhdngig von-
einander eine Grenzwertbetrachtung vornehmen, indem wir ein Stiick des
Integrationsintervalls in einer Umgebung der Polstelle abschneiden und die
entsprechende Grenze dann gegen die Polstelle 0 streben lassen.

1 e” € o7 1 e®
/ dr = lim dzr + lim dzx,
et —1 est0 ) et —1 p=+0 ), e” —1
wobei die beiden Grenzwerte einzeln und unabhdngig voeinander existieren
miissen. (Die beiden Teilintervalle werden also links und rechts der Polstelle
nicht symmetrisch zueinander beschnitten.) Wir haben aber

. et . 1 1
lim de=Ilim (In|——-1|—-In|-—-1| ) = -
e=+0 ) _; e* —1 e—+0 e e
—0
—_——
——00
sowie
1 T
lim - dr = lim (Inle —1| —Inle* —1]) = —o0.
p—+0 u € — 1 p—>+0 T
——
——00

Die beiden uneigentlichen Teilintegrale und damit das gesamte uneigentliche

Integral sind also divergent.

2
N r2__
zeVsldr

1

Losung:

Substitution ¢t = 22 — 1, dt = \/de =Jdr = zdz=tdt

r2—1

Grenzen substituieren: t =1 =t =0, 2 =2 =t = /3.

2 ; V3
:>/ xe”ﬁldzv—/ teldt
1 0

10



Weiter mit partieller Integration: v = ¢, v/ = e':

= (tet)|f_/oﬁetdt: (= 1))y =¥ (VB=1) +1

7. Berechnen Sie den Flacheninhalt, der eingeschlossen wird von

a)

der Kurve f(z) = 2® — 72* 4+ 10z und der z-Achse

Losung:

Es gilt f(z) =23 — T2 + 10z =2(2®> =Tz +10) =0 firz =0,z =2, 2 =5
sowie xll)r:iloo f(z) = £oo. Damit folgt

16,189 253

2 5
A= P 72° +10x)d / P 72% 4+ 10x)d — =
/0 (x° — T2* + 10x) dz|+ i (x° — 72" + 10x) do 3 + 15 1

den Kurven y = 24/ und y = y/1 — x und der z-Achse.
Losung:

y = 2y/x ist definiert fiir x > 0, y = /1 — z fiir x < 1. Schnittpunkte konnen
daher nur im Intervall [0, 1] liegen. Es ergibt sich als Schnittpunkt

2V/r =+v1—x
4r =

— X

Tr =

Ut = =

(Quadrieren ist hier 4quivalente Umformung, da beiden Seiten nichtnegativ.)
Die von beiden Kurven (und der z-Achse) eingeschlossene Fléche hat den
Inhalt:

59 3
2

—3(1-2)

1

1 1
2 4
A:2/5\/Eda:+/ \/1—xdx:2§x% :E\/g
0 :

1
0 5

8. An welcher Stelle zy schneidet eine Senkrechte die z-Achse, wenn durch sie die

Flache unter der Kurve y = e

/2 zwischen x = 0 und = = 4 halbiert wird?

Losung:

o 4
/ e2da::/e2dx<:>2e2
0 0 0

xo 4

=2e2

o

zqg 2 zg xg 62—|—1 €2+1
= e2 —1l=e" —e2 <2 = < 19=2In .

2 2

9. Das Kurvenstiick y = e*, 0 < z < In 2, rotiere um die z-Achse. Man berechne das
Volumen des entstehenden Rotationskérpers.

11



10.

11.

Losung:

In2 T

=3 (e21n2 _ eO) _

3
—.

In2 In2
V=m / [f(x)]de:W/ ¥ dz = —e2®
0 0 2

Berechnen Sie das Volumen des Paraboloids, das durch Rotation der Kurve y =
V22 um die x-Achse zwischen den Stellen x = 0 und x = 1 entsteht.

Losung:

1

1 9 1
V:ﬂ'/ (\/2x> dl':ﬂ'/ 2Qvdr =2 =m.
0 0

0

Untersuchen Sie die Existenz der folgenden uneigentlichen Integrale und bestim-
men Sie ggf. ihren Wert.

>/°° dz
° Lo 1422

Losung:

Bei einem beidseitig unendlichen Integrationsintervall ist dieses an einer (so-
fern nicht noch weitere kritische Stellen vorhanden sind) beliebigen Stelle ¢
aufzuteilen, und die beiden uneigentlichen Teilintegrale sind unabhéngig von-
einander zu berechnen:

/°° dx y /C dx L /b dz
= 11m 11m
oo 1+ xr2 a——oo [, 1+ 2 b—oo /. 1+ T2

. ) T T
= — lim arctana + lim arctanb = — (——) +—=7
a——00 b—o0 2 2
*  dz
b
) /_oo cosh? z
Losung:

*  dz ) ¢ dx ) b dx
5— = lim 5— + lim 5
—oo COSh®x  a—=—o00 J, cosh®z b—o /. cosh”x

= — lim tanha + blim tanhb = —(—1)+1=2.
—00

a——00

) /°° dz
e Trlnx

Losung:

(Die Polstellen 0 und 1 liegen aufierhalb des Integrationsintervalls, so dass
das Integral lediglich wegen des unbeschréankten Intervalls uneigentlich ist.)

S| b 1
/ i = lim £ dzx.

xlnz  b-oo f, Inx

d
Substitution ¢t = Inx, dt = 2% it neuen Grenzen t = 1 und ¢ = Inb ergibt

Inb

x
Ind
... = lim — = lim ln\t]‘ = lim In(Inb) = oo,
b—oo Jq b—roc0 1 b—ro0

12



das Integral ist also (bestimmt) divergent.

d) /Ooo cos(nz) dz

Losung:
00 b 1
/ cos(nz)dr = lim [ cos(nz)dx = — lim sin(nb)
0 b—oo J n b—oo

existiert nicht (die Sinusfunktion oszilliert zwischen —1 und 1), das Integral
ist also unbestimmt divergent (wir betrachten den Grenziibergang b — oo,
aber n ist konstant!).

/2
) / cos‘m d
o l—sinx

Losung:

Zunéchst Stammfunktion des Integranden: Bis auf Vorzeichen Integral der

Form/f(x)dxﬁ/ﬂdx:—1n|1—sinx|—|—c.
f(z) 1 —sinz

Polstelle bei x = g =—> unbeschrankter Integrand.

™2 Ccosx ) T/2=¢ _cosax
————dz = — lim —dx
0

1 —sinx =0+ Jo 1 —sinz
7r/2—6 T
= — lim In|1 —sinz| = — lim ln(l—sm(——es)):oo,
e—0+ 0 e—0+ 2

Integral ist (bestimmt) divergent.

f /9 da
o V1P
Losung:
Der Integrand hat eine Polstelle bei x = 1 (geht von beiden Seiten gegen

o0), wir miissen daher fiir die beiden Teile des Integrals links und rechts der
Polstelle unabhdangig voneinander eine Grenzwertbetrachtung vornehmen.

1—¢ 9
= lim (1 —x)_% dz + lim (x — 1)_§ dz

/9 dz
o Yw—172 e+ 1=+0 14,
1—e
— lim —3¢/(1 —x)’ + lim 3¢/(0 = 1)
0 p—

9

e—+0 1+p
— 1; _23 _ N 3/7; —
= lim (=3Ve) +3+6 Jim 3 /= 9.
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