TU Bergakademie Freiberg Freiberg, den 3. Februar 2023
Vorl. Frau Prof. Dr. Swanhild Bernstein

(Hohere) Mathematik fiir Ingenieure 1
Hausaufgaben Funktionenreihen

1. Untersuchen Sie die folgenden Potenzreihen auf Konvergenz. Bestimmen Sie jeweils
den Konvergenzradius.
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a) Z (n—1) x" (Hier nur Konvergenzradius gesucht)
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n—00 | Ap41 n—00 nntl n—00 n n
e on— 1
b) Z: 2n — 1
Losung:
. an 1 2n+1 1
r = lim = lim — =,
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2. Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der folgenden Potenzreihen.
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Losung:

Formel fir Konvergenzradius r = lim nicht anwendbar, da die Koef-
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fizienten bei geraden Potenzen von z Null sind.

Direkte Anwendung des Quotientenkriteriums auf die Reihe
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Wir haben ¢ < 1 und damit Konvergenz fiir —V/2 < x < V/2 sowie

q = lim

k—o0




q > 1 und damit Divergenz fiir |z| > /2.

Punkte mit ¢ = 1 (das sind dann gerade die Randpunkte des Konvergenzin-
tervalls) extra untersuchen:
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Beide Reihen sind konvergent nach dem Leibnizkriterium. Der Konvergenz-
bereich der Reihe ist also —v/2 < z < /2.
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Qp+1
— konvergent fiir [z + 1| < 3, d.h. =1 < z < 0, divergent fiir [z + 1| > 3

Randpunkte des Konvergenzmtervalls:

oo 1 o

r=0: — = — = divergent (harmonische Reihe).
kE+3 k
k=1 k=
=—1 k iert nach Leibniz-Kriterium.
T kz:; % g ronvergiert nach Lefbniz-Kriterium
Konvergenzbereich: —1 < x < 0.
Losungsvariante:
Quotientenkriterium fiir Ausgangsreihe > ug(z) mit ug(x) = (Qﬁ;)k'
k=1
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3
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Konvergenz fiir ¢ < 1, Divergenz fiir ¢ > 1, Punkte mit ¢ = 1 extra untersu-
chen fithrt zu obigen Ergebnissen.

3. Entwickeln Sie f(x) = cos®z an der Stelle 2y = § in einer Taylorreihe.
Hinweis: Fassen Sie die erste Ableitung mittels Doppelwinkelformel zu einer Winkelfunk-

tion zusammen, um fiir hohere Ableitungen die Produktregel zu vermeiden!



Losung:

f() = coa, £ (5) =

f'(x) = 2cosz(—sinw) = —sin 2z, f'(}) = —1, f"(x) = —2cos2z, f"(§) =0
f"(x) = 4sin 2z, f"(]) =4, fW(x) =8cos2z, fV(F)=0,....

Allgemein:

FERD () = (—1)k 2262 gin 2, fOR-D(T) = (—1)k 4h-L,

f(2k)($) _ (_1)k 22k=1 (65 27, f(2k)(%) =0, k=12,...
L1l & e A T\ (2k-1)
Taylorreihe: 5 + ;(—1) k= (x — Z)
1 T, 2 T g
_5—(1’—1)4‘5(%—1) —+...

. Gegeben ist die Funktion y = f(x) = (z + 1) sinhz. Berechnen Sie zunéchst die
ersten 4 nichtverschwindenden Glieder der Potenzreihenentwicklung > ay 2% von
f(z) in zp = 0 und versuchen Sie anschlieflend, eine allgemeine Darstellung fur die
Koeffizienten a; zu finden.

Losung:
(%)
¥ (a) Ol | a= g
y = (z 4+ 1)sinhz | y(0) = 0 Ja = 0
Yy = sinhxz + (z + 1)coshz | ¢/(0) = 1 |u = 1
y" = 2coshz + (z+ 1)sinhz | y”(0) = 2 Ja = 1
" = 3sinhz + (z + 1) coshx y"(0) = 1 as = %
y® = 4coshx + (z +1)sinhz | y™(0) = 4 |as = %
y® Y = (2l —1)sinhz + (z+1)coshe  |y®V(0) = 1 |aua = gy
y® = (2l)coshx + (x 4+ 1)sinhz | y@®(0) = 20 |ay = m

1 1 1 1
Taylorreihe von f: x + x* + 6;1:3 + 69[;4 +...+ mgg”*l + mq;?l + ..

2
. Entwickeln Sie f(z) = 5

deren Konvergenzbereich. (Hinweis: geometrische Reihe verwenden)

in xyp = 0 in eine Potenzreihe und bestimmen Sie
x

Losung:
2 1
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x
Dies kénnen wir als Summe einer geometrischen Reihe mit ¢ = 5 darstellen:



10=3(5) - X"

n=0 k=0
Die Reihe konvergiert bekanntlich genau dann, wenn |q| = }%{ < 1 gilt, also fiir
|z| < 2 bzw. —2 < z < 2. Eine konvergente Potenzreihe ist im Konvergenzbereich
zwangslaufig gleich der Taylorreihe ihrer Summe.

6. Gegeben ist die Funktion y = f(z) = sinh® z + 1.

a) Berechnen Sie die ersten 4 nichtverschwindenden Glieder der Taylorreihenent-
wicklung von f(z) in 2y = 0. (Verwenden Sie Formeln fiir doppelte Argumente,
um Ableitungen zu vereinfachen)

b) Geben Sie durch Verallgemeinerung der Rechnungen aus a) den allgemeinen

Koeffizienten a,, der Potenzreihenentwicklung f(z) = > a,z™ an.
n=0
c) Bestimmen Sie die Potenzreihe von f(z) in xy = 0 unter Verwendung der
bekannten Reihe fiir e*.

Losung:
) (z
y() ¥ (o) an = 7
y = sinh*z+1| y0) = 1 ay = 1
y = 2sinhz cosh x
= sinh2z| ¢'(0) = 0 ap = 0
Yy = 2cosh2z| ¢'(0) = 2| ap = 2=1
To— 4sinh2z| ¢"(0) = 0 a3 = 0
y® = 8cosh2zx| yW(0) = 8| ay = % = %
y® = 16sinh2z| y®(0) = 0 a5 = 0
y©® = 32cosh2z| y©(0) = 32| ag =2 =2
yh=1) = 22k=2ginh 22 | y2F—D(0) = 0] agge—1 = 0
y(2k) — 921 aogh 2 y(Qk) 0) = 902%k-1| g = %
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. 2 2 1 4 2 6
a) sinh"z+1=1+uz —l—gx —i-gx +...
22]{?71
b) a() = 1 9 a2k71 == 0 9 an - (Qk)' 9 k = 17 27
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7. Aus der gegebenen Reihe In (14 z) = Z(—l)”“— (fir —1 < & < 1) sind die

Reihenentwicklung fiir In  und der zugehorige Konvergenzbereich zu bestim-

Losung:
In(l—2) =In(l+(—z)) = Z(_l)nﬂ# 5 (_%) < (-2)<1

lni_l—x:ln(l—i—x) In(1 — ) Z 1)t 4 )%:ZQx

—x
n=1 k=1
3 xd
=2 — 4+ —4+... ], -l<z<]1.
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. Entwickeln Sie f(z) = ln% fir zp = 1 in eine Taylorreihe. Wie lasst sich die
e X
gesuchte Reihe aus der Reihe

In (1 = —1"“9”—” fir —-1<z<1
n(l+z) ;( ) - (fiir r<1)
herleiten?
Losung:

f(z) = In— =Inz - 2z, f'(z) =1 -2, f™(2) = (1)t > 9,

62 1-’” —_—

f(x):—Q—(x—1)+Z%(x—1)k.

Herleitung aus der Reihe fir In(1 + z):



o0

In (1 = —1”+1ﬁ —1<z<1
n(l4a) =3 (- Sl <a <

— mr=ln(l+(z—1) = i(—wﬂ—(x ;Un

1 , 1 N ,
=@-1)-g-D+@-1) -+ —l<z-1<1,
f(z) =Inx — 2z

1 1
:lnx—Q(x—l)—Qz—2—(x—1)—§(x—1)2+§(x—1)3—+...,0<m§2.

9. a) Entwickeln Sie f(x) =

T in eine Taylorreihe (Entwicklungspunkt zy = 0).
T

b) Berechnen Sie aus dem Taylorpolynom 4. Grades einen Néherungswert fir
f(0.1). Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem exakten Funktionswert. Schét-

()
zen Sie das Restglied Ry(z) = f 5'(5) z® (€ € (0, |z|) betragsméaBig ab.

c) Bestimmen Sie die gesuchte Reihe fiir f(x) durch Differentiation aus der be-
kannten Reihe fiir In (1 4 x).

d) Durch geeignete Substitution und anschlieBende Integration ist aus der Reihe
fir f(z) die Potenzreihenentwicklung fir arctan z zu gewinnen.

Losung:
) o) = 0
a xr) = Tn =
1 + xa 0
k! F®(0)
(k) — k _ E 7. _
= = (-1 =(—-1)" k=0,1,2,...
f (‘/E) ( ) (1 + [E)k'H, k' ( ) Y P ]
= Taylorreihe: Z(—l)kxk —1l—g+a?2 -3+t —+. ..
k=0
alternativ: Mittels der geometrischen Reihe erhalten wir sofort
1 1 N F_ N\ k, .k
= = = —x)" = -1 .
f0) = T3 = Ty = e = 2
k=0 k=0

Bei diesem Vorgehen ergibt sich auch sofort, dass die Reihe genau im Falle
| — 2| = |z| < 1 konvergiert und ihre Summe f(z) ist.

b) Ty(f,x,0) =1 —z+ 22 — 2® + z*, Ty(f,0.1,0) = 0.9091
(zum Vergleich: f(0.1) = 0.90)

Restgliedabschatzung:
— f(S)(g) 5 ‘ _1)5 (0'1)5 _ -5 1 -5
|R4(f,0.1,0)| = ‘ =] (0.1)°| = [(-1) Ato58| ~ 10 —<1+§)6 < 1077,

weil € € (0,0.1)



1 d T = d "
= —1In(1 = — ) = (=1l
) 14+ dz n(l+7) dx;( ) n ; dx( ) n
_ n—1_n—1 _ k _k
Sy et = S
n=1 k=0

d) Substitution 2 = #* in die Reihe fir - liefert:

Z ) 12001 Damit:

oo P e _1)n—1
_ -1 n—1 t2(n—1) dt = ( t2n—1
[ e YT

n=1

. /f‘f dt
arctan r =
o 1+12

o0

Z (—1)"! 21
2n —1

n=1

xT

10. Entwickeln Sie f(t) = e~ in eine Potenzreihe und berechnen Sie damit eine Rei-
1

hendarstellung fiir / e dt.

0
(Hinweis: Die Reihe fiir f(t) lasst sich einfach aus der bekannten Reihe fiir e* gewinnen.)
Losung:

oo
Bekannt ist e* = %},C (mit Konvergenzradius r = 00).

(o9}
Substitution z = —¢2 liefert et Z R ghedwelse Integration ergibt
k=
L 1 L 12 o0 L 2k o0
T dt = —1)¥ —dt = -1
/Oe Z/O( D T >, (D) 2k + 1)k, Z2k+1kv
k=0 k=0 =0
1 1 1 1
=l-c+———=+-——+..

3 10 42 216
11.

Die Funktion f(z) (Skizze) sei 2m-periodisch. Ge-
ben Sie fir f(z) eine analytische Darstellung an,

untersuchen Sie auf Symmetrie und entwickeln !
Sie f(z) in einer Fourierreihe. \
-T T

Losung;:
1, — = <a2 <0 ao
—%.’L‘ + 2, 0 <z <m o2

flz) = + Z ay, cos kx + by sin kx)
k=1



OLO—71r/:rrf(ar:)dyc—71T</i1dac—|—/07r <—72Tx+2> dx) =2

17 1/ /° T2 2
ay = / f(z)coskrdr = — (/ coskxdx—i—/ <—:J:—|—2> coskmdx) = —75 (1 —coskm)
T 7r 0 7r w4k

4
gz k=201 : o .
= ek 0 =1,2,... (partielle Integration beim zweiten Integral)
0, k=2l
1 (" _ I T2 , 1
by = — f(z)sinkzdr = — sin kz dx + ——x+2|sinkzdr )| = — (1 + cos k)
T J_ s ™ \J_x 0 s mk
0, k=21—1
= 9 A=1,2...,
—, k=2l
Tk’

~ e 4 1 )
flz)=1+ ; (772(2l—1)2 cos (2l — 1)z + 7Tlsm2l3[:>

12.

Die Funktion f(x) (Skizze) sei 2m-periodisch. Ge-
ben Sie fiir f(z) eine analytische Darstellung an,
untersuchen Sie auf Symmetrie und entwickeln
Sie f(x) in einer Fourierreihe (bis n = 5).

Losung;:
5, —m <x <-—3%
() oy <o ist offenbar ungerade, besitzt also eine reine
r)=4 —x, —3 x 5 . :
2 = 2 Sinus-Reihe (d.h. a; = 0):
-2, 5 <z <7

2 (" 2 (2 T
b, = — sinkxrdr = — —xsinkx dx + ——sin kx dx
™ Jo T 0 g 2

2 1
l— sink% + %coskﬂ
T
~ 2 1 2 1 1 2 1
flz) = <_7r - 1) Sinx+§ sin2x+<97T - 3) sin3a:—i—1 sin 4x+ (_257r - 5) sin 5x+. ..

5, —m<x<0

s X
4 2 0<l’§7{'

in eine Fourierreihe.

13. a) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = {

b) Welche Werte liefert die Reihe aus a) fiir = 0 und x = 7? Wieso stimmen diese
Werte mit f(0) und f (§) tiberein bzw. nicht iiberein?



c¢) Konstruieren Sie aus der Kenntnis der Reihensumme fiir 2 = 7 eine (Zahlen-)Reihe,
die selbst gegen 7 konvergiert.

Losung:

a) f(x) ist offenbar ungerade (siehe Skizze), folglich ist ar, =0, k =0,1,....

T

Z—g)sinkza} dw:% (%_g) (—co]:k:):)

_coskm+1  (-1)F4+1
2% 2k

S
ol
I
EREN
S
/N
3

T= O
=~

I

DO

=

)

s o) = Z sin (22le)
=1

b) F(0) = 0, berechnet aus der Reihe bzw. wegen f(0) = 5
f(O) # f(0) = —7, Sprungstelle von f(z).
~(T s s .
f (Z) =f (Z) =3 Stetigkeitspunkt von f(x).

o0 . o0 . o0
T sin (21 %) T sin(1%) 1 1 1 1 (—1)+t
°) 3 lel 21 4 lel l 575 779 T lel 20— 1

B

14. Skizzieren Sie die Funktion f und entwickeln Sie sie in eine Fourierreihe (bis n = 8):

—r—35, —m<r<-—3%
flz) =10, —5<z<3
r— 3, 5 <z <.

Losung:

f(z) ist offenbar gerade, besitzt also eine reine Cosinusreihe (b = 0):
2 [T 2 [T

aoz/ f(:v)dx:/ (:B—E>d1::E
T Jo T Jz 2 4

2 [T 2 [T 2
ak:W/O f(x)cosk::cda::/ (x—%)coska:dx:m(coslm—coskg)

™ )=
2

2 4 2
flz)=-— —cos v+ -—cos2z— —cos3z+0-cosdx
8 us 4 9

2 4 2
—2570085$+3670086$—49700871'4—0'0088334-
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15.

Algemein gilt:

-, k=4l+1

k2n’ +
4

ap = kem 1=0,1,2...

2

——, k=41+3

k2n’ +

0, k=4l+14

> 1 2 1
f(z) = §+; 2 (_(4l+1)2 cos (4l + 1)z + m cos (41 + 2)x — m cos (41 + 3)3:)

Ermitteln Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Rechteckschwingung
-1, —71<x<0

flx) =
1, 0<x<m.

Losung:

f(x) ist offenbar ungerade, also a, =0, k=0,1,....

2 ™ 2 ™ 2
bk:ﬂ/o f(:v)sin(kx)dx:ﬂ_/o sinkxdxza(—COSkW%—l)

0, k=2 4 & sin (20 — 1)
o~ S1n — X
?7 k—2l—1 =1
T
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